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The larninar boundary layer problem has been studied by many investigators， and 
various calculating rnethods are introduced. Among thern， the Karrnan-Pohlhausen's 
method is the most well-known approximate solution. 1n the modified Karman-
Pohlhausen's methods， hitherto proposed， it is assumed that the velocity distribution 
at any section of the layer is expressed by One pararneter J.， that is， itdepends only on 
the thickness of the layer and the velocity gradient outside the layer， duo/dx. But frorn 
the mathematical solution by Tani， itis known that the velocity distribution is also 
affected by the gradient of velocity gradient， d2uo/dx2. 
1n the present paper， accordingly， itis atternpted to express the velocity distribution 
by two parameters .l and s， and to improve thedegreeofapproximation that can be 
obtained through the Karrnむ1・Pohlhausen'smethod. especially in the neighbourhood of 
the separation point. 
1 .緒 雷
層流境界層問題は随分古くから多〈白人々によって取扱はれ， 従って種々の計算法が提唱され
ている。その内比較的取扱い方が簡単で且つ計算D便利な解法として知られて来たのは Karman-
Pohlhausenの方法1，である。従来との方法と同じ考え方による近似計算法が種々発表されている
が， い守、れも層内の速度分布は」なる唯一つの助変数によって支配されるものと仮定している白木
方法では Aの他に今一つり助変数。を導入し，特に剥離点附近での計算の近似度を高めようとした
ものである。
2. 基 礎 式
物体表面にそって流れの方向にx軸，表面に垂直にy軸をとる。 x点に老ける境界層内の速度分
s 
布 u(y)を次のように仮定するo
u/uo = al(x)η+ a2(x)が十・H ・H ・-…....・H ・.(マ=y/d) ..・H ・..・H ・.(1) 
己、に uoは層外の流れの速度で、あり，。は層の厚さを表はす口 al(x)， a2 (x)， .・H ・はxの函数で
あって次の境界条件によって決定される白
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(U)y..o = 0 
(U)y_a = Uo ; (au/aY)y.a = 0 
} ..................•................. (2) 
さらに物体表面及び境界層の外側，即ち y=oと y=oで境界層の運動方程式
。u au fY au 唱 82u
U 百 -37Jo百五 dy=uoi?+νv
が成立するものとすると
( g手)Y" / ~-.B =0・H ・H ・H ・H ・.・H ・.(2') 
である。己、に νは流体む動粘性係数である。
次に境界層の運動量方程式は
dO ..L 0 duo (日¥'0ゴ~+一~ ~ ~_o (2 + C:"')一一一γ ……H ・H ・-…..・H ・-………… (3)
ax Uo ax¥Uノ ρUo'"
と主主るロと〉に o*，。は夫々
Uo o* = J:(uoー u)dy f ............ (4) 
Uo~ 0= J:u (uoー u)dy 
によって定義される境界属。排除厚と運動量厚であり， '0は物体表面に働く摩擦応力であって
'0= μ (8u/ay )~，=o ・H ・H ・-…...・H ・. H ・-…...・H ・. H ・..・H ・..・H ・.・H ・.(5) 
で定義される。 ρは流体の密度， μは粘性係数である。
式 (1)に仮定した速度分布から式 (4)とくのによってが，。及び'0を求め式 (3)に代入する
と，o(l)xに関してむ微分方程式が得られる D 己れを解〈ととによヲて境界層θ厚さり変化の様子
と層内の速度分布。形を求めることが出来る。
3. 謹度 分 布
Pohlhausenは速度分布として4次式を仮定している。境界条件 (2)と (2つによって各係数
を決定すると，
U/Uo = F (め +AG(め
F くの =2万一 2)73+が
G(マ)= (万一 3)72+ 3がーが)/6
} .................. (6) 
とたる。乙〉に A = ~ ~uo 
νdx 
とれより
S牢=127(36ー。
'0 =問。(12+ )，)/60 
であるo
02d507ー す-1~ ，2) 
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とkる。とれらむ値を運動量方程式に代入し.z = d:t./νと争いて計算すると
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但し A(Z) :::二一 9072+ 1670.4 u町、一 (47.4uo'lI十 4.8uouol.I) Z2 
- uo' (uo':.J十 uouoりZ3
B(z) = -213.12 + 5.76 uo'z + UO'2Z2 
UO' = duo/dx uoY = d富山Idx2
となる o
微分方程式 (7)を解〈と，層の厚さ sが求まり，A = O2uo' /ν より』従ヲて速度分布が求まる。
この Pohlhausen(l)解法では，A =ー 12で (au/ay)y=o= 0となり，とり点が剥離点を与
える。従って剥離点の位置及び速度分布はA(l)みによって決定されるわけであるが，精しくはuol.等
にも関係すべきであるから，乙む方法による剥離判定は近似的なも白であるむをまぬがれたい白
とり欠点を補正する一方法として山田氏白方法耳、がある白乙れは速度分布として
u/uo = F(均十 AG(の+" K(η〉
K(η)=ー η+61)3 - 8η4 + 3')}1I 
l .................・ (8)
なる今一つの助変数 κを含む 5次式を仮定している。己の速度分布を境界層C運重力量方程式及び運
動量のモーメントの方程式に代入しτ得られる』及び，， ([)xについての聯立徴分方程式を解く乙と
によって， 層D厚さ及び速度分布を求めている。 そり計算の手数は煩雑であるが，良い結果が得ら
れているe
また谷氏が同じ考えのもとに，層外の速度分布が
Uo = Uo - UnX河 (n= 2， 4， 8 ; Howarth fD解3)は n= 1 ~こ当る〉
??
?
。??
??
?
??
? ，』
?
?????
??
??
?
?
?
? ?
??????????????
?
??????
??
?
?
???。
? ?〈?? ?????????
????
?
????????
?
????
?
? ?
??
??
? ?
?
???
?
?
??
? ?
?? ?? ??
?
? ??
? ? 。ょ? ? ?
?
?
?
????
?
?
?
?
?
?…
??
?????? ?
?? ? 。
?
??? ??
??
?
? ???
?
?????? ???
?
z 
-0.16 -0.12 -0.08 -0.04 。 且04 tS 0.08 
第 1図
22 福井大学工学部研究報告第3巻第1号
遅れ目に与える傾向があるという事実も第1図が裏書きしているように考えられる D 従って仮定し
た層内速度分布から計算した結果が， 谷氏。求めた曲線と比較的よく一致するようにしたならば良
い結果が得られるりではないかとり考えのもとに試みたりが本方法である。
層内速度分布を次のように仮定した。
ujuo = Fo Cη) + ).Go (η〉ー (0.00625).2十 0.001め Ko(の
Fo (η) = 1.8675η ー 1.20507J3--0.0印仰"+ O. 39757J1S 
Go (め=(万一 21}1I+ 21)'ー が)/4
Ko(η)=万一 107J'+ 15が -6η6
? ?? ??• • • • • • • • • 
?、?
』
??????
、????????
と、にs=).11 Uouo" /UO/2である。 FoC守)cD形は山田氏の方法によって求めた， uo=const.の場合。
値を用い， GoCめ， Koくのに対しては式 (2)と(2つの境界条件の他に， (f)3U/åy3)~.""O = 0なる条件
を附加したりで、夫々 5次式， 6次式を仮定した。さらに X.l， sにか〉る係数値は仮定した速度分布よ
り計算された HとσとD関係曲棋が谷氏のそれとなるべく全般的に良く一致するように決定した。
乙れより
o*=δ(0.31325 --0.01666U + 0.00089288A:I 
十 0.OOO14286s)
o = o {0.12056 --0.002508)， - 0.00015369).:1 
+ 0.OOOO42826A3 -0.OOO0011598A" 
+ (0. 00004323十 0.0000068522)，
. (10) 
--0.00000037115).11) s 
--0.00∞029692slI} 
TO =μUo (1.8675 + 0.25)， --0.00625).:1 -- 0.0018)/δ 
となる。とれ等の式から Hとd とり関係を求め， ωむ等しい値D点を結んだりが第1図。鎖様であ
るD
4. 境界屠の方程式
式(10)で得られた P，。及び!"0 fJ.)値を，境界層D運動量方程式 (3)に代入し， z = ol/ν と
沿いて計算すると
dz _ {All().)十 sB20) + slI Cl(，¥) ].juo -Z3UOUO'" {Aso.) + 8 Bs} . (11) 
dx AI(A)十 sB1(A)十slICl
但し
Alo.) = 0.06028 --0.003762)， --O.∞038423).11 + 0.00014989，P --0.00∞052191).' 
Blo.) = O.()(旧10808十 0.000023983)， --0.0000016702).11 
Cl =ー O.∞0013361
A2o.) = 1. 8675 --0.3043U + 0.015432).:1 --0.00058550).3 
--0.00∞85652).'-+ 0.0000023196).5 
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B2(A) = 0.001508 + 0.00∞3583)， - 0.00014903).2 + 0.0∞0057527).3 
C2(A) =ー 0.00∞068522+ 0.00000086107 A 
As().) = 0.00004323十 0.0∞0068522}.--O.∞o∞037115}.2 
Bs =ー 0.000∞0059384
UO'I'I = d3uo/dx3 
となる。
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式 (11)を与えられた境界条件から出発して，数値的あるいは図式的に解〈ととによって z従っ
て層の厚さaが求まり，さらに}.， sが求まるから層内の速度分布が求まる。
5. 岐点と剥離点
物体表面の境界層を求めるには， 前方の岐点から計算を始めるむが普通である。前方の岐点を
x=Oとすると， x=Oで Uoニ Oであるから，乙〉では dz/dxが無限大となっτ不都合であ
る。との不都合をさけるため， x=Oではく11)中の l/uof[)係数を零とするような Aをとるとと〉
するロ然るにと〉では Uo= 0従って s=Oであるから A2(心=0たらしめる』を求むればよ
い。との式は
J. = 7.464， 40.76， -19.14 
む三つの実根を持つが，との内で物理的に正しい値としては
J. = 7.464 ・H ・H ・. H ・.・H ・-…..-・H ・.・H ・.・M ・. H ・. H ・-…・H ・H ・-………・ (12) 
を採用すべきであるo
J. = 7.464をとると x=Oで dz/dxは不定形であるが，との値は
(主人=。 =-6884(tL)日 ・・-…… … (13) 
となる。
乙のようにして岐点では式(13)により，それより先は式 (11)によって計算すればよい。
また J.= 7.464をとると，岐点に沿いては，A = uo'z = uo'o2/ν の関係より
となり，
o = 2.732 (νju。っき
計二 0.652(J.i/u口)!r ， f}= 0.294 (νIu目っき ，H 2.22 rき
x=o X=O 
とt;r.る。さらに岐点附近では Uo= (uo')x==o・xと表はせるから
となる。
40 = 1.239ρ lJ! (Uo')宮・x
:1:::0 
一方 Blasius([)厳密解引によると
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である。
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3* = 0.648 (/.I/Uo')! .u = 0.292 (/.I/uo')!， H = 2.22， ，を
品 "i'0 = 1.2326ρ J，I:I (UO')2 • X 
剥離点では (aujay)y=o= 0であるから
1.船75+ 0.25)，ー O.附，25，PI- 0.00113 = 0…H ・H ・-…H ・H ・..・H ・..・H ・.(14) 
が境界層の剥離条件である。
6. 結 雷
己白近似方法がはたしてよく実際と一致するか否かについては， 個々の場合について計算する
必要がある。若干D厳密解と白比較に沿いては， ほど満足すべき結果を得ているが， さらに他。厳
密解及び実験結果との比較計算も追加し，合せて第2報にゆづるととにするロ
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